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Lección 23: Modelar con funciones cuadráticas

Trabajo en clase
Inicio: Las matemáticas de los objetos en movimiento
Lee las siguientes explicaciones sobre las Matemáticas de los objetos en movimiento:
Cualquier objeto en caída libre o proyectado por el aire sin una fuente de potencia está bajo la influencia de la gravedad. Todos los objetos en caída libre en el planeta Tierra aceleran hacia el centro de la tierra (hacia abajo) con una aceleración constante de ( pies/segundo2, o  metros/segundo2) porque es la fuerza constante de la gravedad del planeta Tierra (representada por ). La aceleración se incluye en la fórmula de física que se usa para todos los objetos en un movimiento de caída libre. Representa la relación entre la altura del objeto (distancia desde la Tierra) con respecto al tiempo que ha pasado desde que comenzó el lanzamiento o la caída. Esa fórmula es: 

Por esta razón, el coeficiente principal para una función cuadrática que modele la posición de un objeto que cae, lanzado o proyectado, debe ser  o . Los físicos usan matemáticas para hacer predicciones sobre el resultado final de un objeto proyectado o en caída.
Las fórmulas matemáticas (ecuaciones) que se usan comúnmente en física usan ciertas variables para indicar las cantidades que se usan con más frecuencia en los problemas de movimiento. Por ejemplo, las siguientes son variables usadas comúnmente para un evento que incluye un objeto que se ha arrojado o que se dejó caer.
suele usarse para representar la función de la altura (qué tan alto está el objeto por encima de la Tierra en pies o en metros)
 se usa para representar el tiempo (el número de segundos) que han pasado en el evento
 se usa para representar la velocidad (la tasa a la que un objeto cambia de posición en pies/segundo o metros/segundo)
 se usa para representar el cambio en la posición del objeto, o desplazamiento (qué tan lejos se ha movido el objeto en pies o metros)
A menudo usamos subíndices con las variables, en parte, para poder usar las mismas variables varias veces en un problema sin confundirnos, pero también para indicar el paso del tiempo. Por ejemplo:
 indica la velocidad inicial (por ejemplo, la velocidad a los  segundos)  
 os dice la altura del objeto a los segundos, o la posición inicial 
Entonces, juntando todo, tenemos un modelo que representa el movimiento de los objetos lanzados o en caída usando las unidades estándar de los Estados Unidos como una función cuadrática: 
,
donde  representa la altura del objeto en pies (distancia desde la Tierra) y  es el número de segundos que el objeto ha estado en movimiento. Ten en cuenta que el signo negativo enfrente de  (la mitad de ) indica la fuerza de atracción hacia abajo de la gravedad. Aquí estamos usando una convención para las cantidades con dirección; hacia arriba es positivo y hacia abajo es negativo. Si las unidades son métricas, se usa la siguiente ecuación:
,
donde todo lo demás es igual, pero ahora la altura del objeto se mide en metros y la velocidad se mide en metros por segundo. 
Estas funciones de física pueden usarse para modelar muchos problemas presentados en el contexto de objetos proyectados o en caída libre (objetos en movimiento sin cualquier restricción o fuente de potencia de propulsión, como un paracaídas o un motor).

Ejercicio de elaboración de modelos matemáticos 1
Usa la información del Ejercicio Inicial para contestar las siguientes preguntas:
Chris está parado en el borde de un edificio a una altura de  pies y lanza una pelota hacia arriba con una velocidad inicial de  pies por segundo. La pelota eventualmente cae hasta el suelo. ¿Cuál es la altura máxima a la que llegó la pelota? ¿Después de cuántos segundos llegó la pelota a su altura máxima? ¿Cuánto tiempo le tomará a la pelota llegar al suelo? 
¿Qué unidades usaremos para resolver este problema?




¿Qué información de la descripción contextual necesitamos usar en la ecuación de la función?






¿Cuál es el punto máximo al que llegó la pelota? ¿Después de cuántos segundos llegó a esa altura? Demuestra tu razonamiento. 








¿Cuánto tiempo le tomará a la pelota llegar al suelo después de haber sido lanzada? Muestra tu trabajo. 










Grafica la función de la altura () de la pelota en pies en relación al tiempo () en segundos. Incluye y etiqueta las características clave de la gráfica, como el vértice, el eje de simetría y las intersecciones con los ejes  y .
















Ejercicio de elaboración de modelos matemáticos 2
Lee la siguiente información sobre Aplicaciones comerciales:
Muchos contextos comerciales pueden modelarse con funciones cuadráticas. Esto se debe a que las expresiones que representan el precio (precio por artículo), el costo (costo por artículo) y la cantidad (número de artículos vendidos) generalmente son lineales. El producto de cualquiera de estas expresiones lineales producirá una expresión cuadrática que puede usarse como modelo en el contexto comercial. Las variables que se usan en aplicaciones comerciales no son aceptadas de una forma tan generalizada como las que se usan en física, pero hay algunas razones obvias para usar para el costo,  para el precio y para la cantidad (en minúsculas). Para el costo total de producción, solemos usar  para la variable,  para los ingresos totales y  para las ganancias totales (en mayúsculas). Has visto estas fórmulas en lecciones anteriores, pero ahora las revisaremos porque las usaremos en las siguientes dos lecciones:

Vocabulario de aplicaciones comerciales
Precio unitario (precio por unidad): El precio por artículo que un negocio establece para vender su producto, representado en ocasiones como una expresión lineal.
Cantidad: El número de artículos vendidos, representado en ocasiones como una expresión lineal.
Ingresos: La ganancia total basada en las ventas (pero sin considerar el costo de hacer negocios).
Costo unitario (costo por unidad) o costo de producción: El costo de producir un artículo, representado en ocasiones como una expresión lineal.
Ganancia: La cantidad de dinero que gana un negocio por la venta de sus productos. La ganancia se determina tomando los ingresos totales (la cantidad vendida multiplicada por el precio por unidad) y restando el costo total de producir los artículos (la cantidad vendida multiplicada por el costo de producción por unidad): Ganancia  Ingresos totales  Costo total de producción. 

Las siguientes fórmulas comerciales se usarán en esta lección:
Costos totales de producción  (costo por unidad)(cantidad de artículos vendidos)
Ingresos totales  (precio por unidad)(cantidad de artículos vendidos)
Ganancia  Ingresos totales  Costos totales de producción

Ahora contesta las preguntas relacionadas con los siguientes problemas comerciales: 
Un teatro decidió vender boletos para un evento especial en beneficio de una caridad local a  por boleto. El teatro tiene capacidad para  personas y esperan poder vender todos los  lugares para el evento. Para maximizar los ingresos con este evento, una compañía de investigación se ofreció como voluntaria para hacer una encuesta para descubrir si es posible aumentar el precio de los boletos sin perder ingresos. Los resultados mostraron que por cada aumento de  en el precio del boleto, se venderían  boletos menos.
a. Establezcamos que  representa el número de aumentos de  en el precio del boleto. Escribe una expresión que represente el precio esperado de cada boleto.



b. Usa los resultados de la encuesta para escribir una expresión que represente el número posible de boletos vendidos.





c. Usando como el número de aumentos de  en el precio de los boletos y la expresión que representa el precio por boleto, escribe la función  para representar los ingresos totales en términos del número de aumentos de  en el precio de los boletos.





d. ¿Cuántos aumentos de  en el precio de los boletos generará los máximos ingresos? (Por ejemplo, ¿qué valor de produce el máximo?)






e. ¿Cuál es el precio por boleto que reportará los mayores ingresos?






f. ¿Cuáles son los ingresos máximos?






g. ¿Cuántos boletos venderá el teatro para alcanzar los ingresos máximos?






h. ¿Cuánto más ganará el teatro para la caridad usando los resultados de la encuesta para establecer los precios de los boletos que originalmente hubieran vendido a ? 



Ejercicio 1
Dos escaladores hacen un experimento mientras escalan una roca escarpada. Cada uno lleva piedras de forma y tamaño similares a la cima de una roca. Uno escala hasta un punto a  pies por encima del suelo y el otro hasta un lugar más bajo a  por encima del suelo. El escalador que se encuentra más alto deja caer su piedra y  segundos después, el escalador que se encuentra más abajo deja caer la suya. Ten en cuenta que los escaladores no están posicionados verticalmente. Ningún escalador se lesionó durante este experimento.
a. Define las variables en esta situación y escribe las dos funciones que pueden usarse para modelar la relación entre las alturas,  y , de las piedras, en pies, después de  segundos.









b. Asumiendo que las piedras caen hasta el suelo sin golpear con nada en el camino, ¿cuál de las dos piedras llegará al suelo al último? Muestra tu trabajo y explica cómo sabes que tu respuesta es correcta.














c. Grafica las dos funciones en el mismo plano de coordenadas e identifica las características clave que muestran que tu respuesta de la parte (b) es correcta. Explica cómo las gráficas muestran que las dos piedras chocarán contra el suelo en tiempos distintos. 
[image: ]



















d. ¿La gráfica muestra qué tan lejos estaban las piedras la una de la otra cuando cayeron al suelo? Explica tu respuesta. 






Ejercicio 2
Amazing Photography Studio toma fotografías escolares y cobra  por cada fotografía de clase. La compañía vende un promedio de  fotografías de clase en cada salón de clases. Les gustaría ofrecer una venta especial que les ayude a vender más fotografías y aumentar sus ingresos. Contrataron a un analista de negocios para determinar cómo hacer eso. El analista determinó que por cada reducción de en el costo de la fotografía de clase, se venderían  fotografías adicionales por salón de clases. 
a. Escribe una función que represente los ingresos por cada salón de clases con la venta especial.








b. ¿Cuál debe ser el precio de la venta especial? 





c. ¿Cuánto más ganará el estudio en comparación a si no hubieran hecho la venta especial? 





 (
Resumen de la lección
Podemos escribir funciones cuadráticas descritas verbalmente en un contexto dado
. 
También graficamos, interpretamos, analizamos o interpretamos las características clave de las funciones cuadráticas para llegar a conclusiones que nos ayuden a responder las preguntas extraídas del contexto del problema.
Encontramos las funciones cuadráticas que se aplican comúnmente en física y negocios.
Podemos sustituir los valores conocidos de 
 y 
 en una función cuadrática para crear un sistema lineal que, cuando se resuelve, puede identificar los parámetros de la ecuación cuadrática que representa la función.
)

Conjunto de problemas 

Dave lanza una pelota hacia arriba con una velocidad inicial de  pies por segundo. La velocidad deja su mano inicialmente a  pies por encima del suelo y eventualmente vuelve a caer al suelo. En las partes (a) a (d), responderás las siguientes preguntas: ¿Cuál es la altura máxima a la que llegó la pelota? ¿Después de cuántos segundos llegó la pelota a su altura máxima? ¿Cuánto tiempo le tomará a la pelota llegar al suelo? 
¿Qué unidades usaremos para resolver este problema? 
¿Qué información de la descripción contextual necesitamos usar para escribir la fórmula para la función  de la altura de la pelota en relación al tiempo? Escribe la fórmula para calcular la altura de la pelota en pies, , donde  representa los segundos.
¿Cuál es el punto máximo al que llegó la pelota? ¿Después de cuántos segundos llegó a esa altura? Demuestra tu razonamiento. 
¿Cuánto tiempo le tomará a la pelota llegar al suelo después de haber sido lanzada? Muestra tu trabajo. 
Grafica la función de la altura de la pelota en pies en relación al tiempo en segundos. Incluye y etiqueta las características clave de la gráfica, como el vértice, el eje de simetría y las intersecciones con los ejes  y . 

Katrina desarrolló una aplicación que vende a  por descarga. Ella cuenta con un espacio disponible en un sitio web que le permitirá vender descargas. De acuerdo con la investigación que ella llevó a cabo, por cada aumento de  en el precio por la descarga de la aplicación, se venden  aplicaciones menos. Determina el precio que maximizará sus ganancias.

Edward está dibujando rectángulos de forma que la suma de la longitud y el ancho siempre son seis pulgadas.
Dibuja uno de los rectángulos de Edward y etiqueta la longitud y el ancho.
Completa la siguiente tabla con cuatro posibles longitudes y anchos:
Sea  el ancho. Escribe una expresión que represente la longitud de uno de los rectángulos de Edward. 
Escribe una ecuación que proporcione el área, , en términos del ancho, .
¿Con qué longitud y ancho tendrá el rectángulo la mayor área? 
¿Te sorprendió tu respuesta de la parte (e)? ¿Qué nombre especial recibe el rectángulo de tu respuesta de la parte (e)?

Chase está parado en la base de un acantilado de  pies. Él lanza una piedra esperando que llegue hasta la cima del acantilado. Si la piedra deja su mano a  pies por encima de la base a una velocidad de  pies/segundo, ¿la roca llegará lo suficientemente alto para alcanzar la cima del acantilado? ¿Cómo lo sabes? De ser así, ¿cuánto tiempo le tomará a la roca caer en la cima del acantilado (asumiendo que logre llegar a la cima del acantilado)? Grafica la función y etiqueta las características clave de la gráfica.
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