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Leccidn 26: Razén de cambio promedio

Trabajo en clase
Ejercicio 1

Responde las siguientes preguntas.
1. Algrupo de jovenes del Ejemplo 1 se les da la opcidn de invertir su dinero con el 2.976% de intereses al afo,
compuesto mensualmente.

a. Después de dos afios, ¢cudnto habria en cada cuenta con un depésito inicial de $8007?

b. Compara la cantidad total en la parte (a) con cuanto hubieran ganado usando la tasa de interés compuesto del
3% anual durante dos afios. ¢Qué cuenta les recomendarias al grupo de jovenes para que inviertan su dinero?
¢Por qué?
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Resumen de la leccidon

e Paralos problemas de aplicacion que implican una razén de cambio promedio representada por la razén
unitaria r, se puede escribir F(t) = P(1 + r)t, donde F es el valor futuro (o cantidad final), P es la
cantidad presente, y t es el nUmero de unidades de tiempo. Cuando la razén de cambio promedio es
negativa, r es negativo y la cantidad disminuye con el tiempo.

e EITAE nominal es la razon de cambio promedio de los periodos de tiempo de capitalizacién por el nimero
de periodos de capitalizacidn por afo. Si el TAE nominal esta dado por la razén unitaria r y se capitalizan

nt
veces al afio, entonces la funciéon F(t) = P (1 + %) describe el valor futuro en un tiempo t de una

cuenta dada con el TAE nominal y el valor inicial de P.

e Para la capitalizacién continua, podemos escribir F = Pe™t, donde e es el nimero de Euler y r es la razén
unitaria asociada a la razén de cambio promedio.

Conjunto de problemas

1. Escribe cada sucesién recursiva en forma explicita. Identifica cada sucesién como aritmética, geométrica o ninguna.
a. a4, =3,ay41=a,+5
b. a, =-1,a,4,1 =—2a,
c. a,=30,a,4,1=0a,—3

d. a1=\/§:an+1=a_\/;—l

e. a;=1,a,,, =cos(ra,)

2. Escribe cada sucesion en forma recursiva. Supongamos que el primer término es cuando Bl = 1.

3
a. an=5n+3

b, a,=3(2)

a, = n?

Q.

Q
3

I

cos(2mn)
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3. Considera dos cuentas bancarias. El Banco A te da un interés simple en una inversion inicial en las cuentas de ahorro
con una tasa de 3% por afio. El Banco B te da un interés compuesto en las cuentas de ahorro con una tasa de 2.5%
por afio. Completa la siguiente tabla:

Numero de afios, n | Saldo del Banco A,
an

Saldo del Banco B,
by,

$1000.00

$1000.00

[S2 B I - B OSI B SS R B )

a. ¢Quétipo de suces
b.
c. ¢éQuétipo de suces
d.
e.
f.
g.

ion representa el saldo del Banco A?

ion representa el saldo del Banco B?

Da una férmula recursiva y explicita para los saldos del Banco A.

Da una férmula recursiva y explicita para los saldos del Banco A.
¢Cudl saldo de la cuenta bancaria estd aumentando mas rapido en los primeros cinco afios?
Si tuvieras que recomendar una cuenta bancaria para una inversién a largo plazo, écual recomendarias?

¢En qué momento el saldo del Banco B es mayor al saldo del Banco A?

4. Decides invertir tu dinero en un banco que utiliza una capitalizacién compuesta con un 5.5% de interés por afio.

Tienes $500.

a. Ja'mie decide invertir $1000 en el mismo banco por un afio. Ella pronostica que tendrd el doble de la cantidad
en su cuenta a la que tu tienes. ¢Es correcto este prondstico? Explica tu respuesta.

b. Jonas decide invertir $500 también en el mismo banco, pero desde hace dos afios. El pronostica que después
de dos afios tendra el doble de la cantidad de dinero que tu tendras después de un afio. ¢Es correcto este
prondstico? Explica tu respuesta.

5. Utiliza las propiedades de los exponentes para identificar la razéon de cambio promedio de las funciones siguientes, y
clasificalas segun representen un incremento o decremento exponencial. (Los dos primeros problemas se han

realizado como ejemplo)

f(t) = (1.02)*
(©) = (1.01)12
c.  f()=(097)"

T o

d.  f(t) =1000(1.2)t
=42
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f. f(t)=100-3¢
g. f(t)=1.05-(§)t

h. f(t)=80-(‘;—j)5t
i f(D) =1.02- (1.13)

6. Latasa efectiva de una inversion es la razén de cambio promedio anual asociada con el TAE nominal. La tasa efectiva
es muy util en la comparacion de las cuentas con diferentes tasas de interés y periodos de capitalizacion. En general,

k
. . . , T . ,

la tasa efectiva se puede encontrar con la siguiente férmula: 1z = (1 + E) — 1. La tasa efectiva mostrada aqui es la

tasa de interés necesaria para que la capitalizacién anual sea igual a la capitalizacidn n veces por afio.

a. Paralainversidn, {qué cuenta es mejor? ¢Una cuenta que genera un TAE nominal compuesto mensualmente
del 7% o una cuenta que genera un TAE nominal del 6.875%compuesto diariamente? éPor qué?

b. Lafdérmula de tasa efectiva para una cuenta de capitalizacion continua es 1z = e” — 1. éUna cuenta que
genera el interés compuesto del 6.875% continuamente puede ser mejor que las cuentas en la parte (a)?

7. El decaimiento radiactivo es el proceso en el que los elementos radiactivos decaen en elementos mas estables. La
vida media es el tiempo que tarda la mitad de una cantidad de un elemento en decaer en un elemento mas estable.
Por ejemplo, la vida media para la mitad de una cantidad de uranio- 235 para transformarse en plomo-207 es de
704 millones de afios. Por lo tanto, después de 704 millones de afios, sélo la mitad de cualquier muestra de uranio
235 se mantendr3, y el resto se habra transformado en plomo 207. Vamos a suponer que la desintegracién
radiactiva es modelada por el decremento exponencial con una razén de decremento constante.

a. Supongamos que tenemos una muestra A de gramos de uranio-235. Escribe una férmula exponencial que
refleje la cantidad de uranio-235 remanente después de m vidas medias.

b. ¢laférmula que escribiste en la parte (a) funciona para cualquier elemento radiactivo? ¢ Por qué?

c. Supongamos que tenemos una muestra A de gramos de uranio-235. ¢Cuadl es la razén de decaimiento por un
millén de afios? Escribe una formula exponencial que refleje la cantidad de uranio-235 remanente después de
t millones de afos.

d. ¢Cémo calcularias el nimero de afios que se necesita para llegar a un determinado porcentaje de la cantidad
original de material? Por ejemplo, écudntos afios tomara para que el 80% de la cantidad original de uranio-235
continde remanente?

e. ¢éCudntos millones de afios tomaria para que 2.35 kg de uranio-235 decayera a 1 de uranio-kg?

8. Doug bebid una taza de té con 130 mg de cafeina. Cada hora, la cafeina en el cuerpo de Doug disminuye alrededor
del 12%. (Esta tasa varia entre el 6% y el 14% dependiendo de la persona).

Escribe una formula para modelar la cantidad de cafeina restante en el sistema de Doug después de cada hora.
b. ¢Alrededor de cuanto tiempo tomara para que el nivel de cafeina en el sistema de Doug caiga por debajo de 30
mg?

c. Eltiempo que toma el cuerpo metabolizar la mitad de una sustancia se llama una vida media. En los
5 minutos proximos, écuanto tiempo es la vida media para que Doug metabolice la cafeina?

d. Escribe una formula para modelar la cantidad de cafeina restante en el sistema de Doug después de m vidas
medias.
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9. Un estudio realizado del 1950 al 2000 estimo que la poblacién mundial se incrementé en un 1.77% cada afio en
promedio. En 1950, la poblacion mundial era de 2.519 billones.
a. Escribe una funcién p de los afios t de la poblacion mundial después de 1950.
b. Siesta tendencia continuda, écuando la poblacidn mundial deberia haber llegado a 7 billones?
c. Lapoblacion mundial alcanzé los 7 billones en el 31 de Octubre del 2011 de acuerdo con la Organizacién de las
Naciones Unidas. ¢El modelo es razonablemente exacto?
d. Segun el modelo, ¢cuando la poblacién mundial sera mayor de 12 billones de personas?
10.

Un fondo de inversidn especial un TAE nominal del 4.5% compuesto mensualmente. Trevor desea depositar $1000.

a. ¢Cudleslarazén de cambio promedio por mes para esta cuenta?
b.

C.

Escribe una formula para la cantidad que Trevor tendrd en la cuenta después de m meses.

"El tiempo de duplicacion" es la cantidad de tiempo que toma para que una inversion se duplique. éCudl es el
tiempo de duplicacion de la inversion de Trevor?

11. Al pagar los préstamos, el pago mensual va primero a cualquier interés adeudado antes de ser aplicado al saldo
restante. Los contadores y banqueros utilizan tablas para ayudar a organizar su trabajo.

a. Considera el caso en el que Fred estd pagando un préstamo de $125,000 con una tasa de interés compuesta
mensualmente del 6% por afio. Fred paga $749.44 todos los meses. Completa la siguiente tabla:
Pago Interés pagado | Capital pagado Capital restante
$749.44
$749.44
$749.44
b.

El préstamo de Fred esta considerado para pagarse en 30 afios. ¢ Cuanto terminara pagando Fred si paga

$749.44 todos los meses durante 30 afios? ¢ Cuanto de esto es interés si su préstamo originalmente fue de
$125,000?
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