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Leccion 27: Modelado con funciones exponenciales

Trabajo en clase
Ejercicio inicial

La siguiente tabla contiene los datos de poblacion de los Estados Unidos durante los dos afios mas recientes del Censo,
2000y 2010.

Afio del Censo Poblacion d.e los EE.UU. (en
millones)
2000 281.4
2010 308.7

a. Steve piensa que los datos deben ser modelados por una funcidn lineal.

i.  ¢Cudleslarazén de cambio promedio por afio en la poblacidn de acuerdo con estos datos?

ii.  Escribe una férmula para una funcion lineal, L, que hard una estimacion de la poblacién de los t afios
desde el afio 2000.

b.  Phillip piensa que los datos deben ser modelados por una funcién exponencial.

i.  ¢Cudl es la tasa de crecimiento de la poblacion por afio de acuerdo con estos datos?

ii.  Escribe una férmula para una funcién exponencial, E, que hard una estimacién de la poblacién de los t
afios desde el afio 2000.
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c. ¢Quién tiene el modelo correcto? ¢Cdmo lo sabes?

Modelado Matematico Ejercicios 1-14

En este desafio, seguirds examinando los datos del Censo de los Estados Unidos para seleccionar y perfeccionar un
modelo para la poblacién de los Estados Unidos a través del tiempo.

1. Lasiguiente tabla contiene datos adicionales del Censo de la poblacién de los Estados Unidos. ¢Seria mas adecuado
modelar estos datos con una funcién exponencial o lineal? Explica tu razonamiento.

Poblacion de los EE.UU.
Afio del Censo (en millones de
personas)
1900 76.2
1910 92.2
1920 106.0
1930 122.8
1940 132.2
1950 150.7
1960 179.3
1970 203.3
1980 226.5
1990 248.7
2000 281.4
2010 308.7
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de una calculadora para hallar una funcién, f, que modele los datos de la Oficina
de 1900-2010.

3. Encuentra el factor de incremento para cada periodo de 10-afios y registralo en la tabla a continuacion. ¢Qué

observas sobre estos factores de

crecimiento?

EE.UU. Poblacion i::rc::;:‘:o

Afio del Censo (en millones de reiEn de

personas) diez afos)

1900 76.2 --

1910 92.2
1920 106.0
1930 122.8
1940 132.2
1950 150.7
1960 179.3
1970 203.3
1980 226.5
1990 248.7
2000 281.4
2010 308.7

4. ¢Para cual década el factor de incremento de 10-afios es el mas bajo? ¢Qué factores crees que causaron esa

disminucién?

5. Encuentra un factor de incremento promedio de los datos de la poblacion de 10-afios en la tabla. ¢ Qué representa

ese numero? Utiliza el factor de i

modelar estos datos.
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6. Ahora has calculado tres modelos potenciales para la poblacién de los EE.UU. a través del tiempo: funciones E, f yg.
¢Cudl esperas que sea el modelo mas preciso basandote en la forma en que los creaste? Explica tu razonamiento.

7. Resume las tres formulas de los modelos exponenciales que has encontrado hasta el momento: Escribe la férmula,
las poblaciones iniciales y las tasas de incremento indicadas por cada funcion. ¢ Qué es diferente entre las
estructuras de estas tres funciones?

8. Reescribe las funciones E, f,y g segun sea necesario en términos de la tasa de incremento anual.

9. Transforma las funciones seguin sea necesario para que el tiempo t = 0 represente el mismo afio en las funciones
E, f,y g. Después compara los valores de las poblaciones iniciales y las tasas de incremento anuales indicadas por
cada funcién.
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10. ¢éCuadl de las tres funciones es el mejor modelo para usar con los datos del Censo de Estados Unidos de 1900-20107?
Explica tu razonamiento.

11. La pdgina web de la Oficina de Censo de EE.UU. http://www.census.gov/popclock muestra la estimacion actual de
ambas poblaciones, la de los EE.UU. y la del mundo.

a. ¢Cudles la poblacidn estimada actual de los EE.UU.?

b. Sieltiempot = 0 representa el afio 1900, ¢cudl es el valor det a la fecha de hoy? Da tu respuesta con dos
cifras decimales.

c. ¢éCudldelas funciones E,f y g ofrece la mejor estimacién de la poblacidn actual? ¢Esto coincide con lo que
esperabas? Explica tu razonamiento.

d. Con tu grupo, discute algunas posibles razones acerca de la discrepancia entre lo que esperabas en el Ejercicio
8y los resultados en la parte (c) anterior.
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12. Utiliza el modelo que pronostica con mayor exactitud la poblacién actual en el Ejercicio 9, en la parte (c) para
predecir cuando la poblacion de EE.UU. llegard a medio billon.

13. Basandote en tu trabajo hasta ahora, écrees que se trata de un prondstico exacto? Explica tu razonamiento.

14. Aqui estd una grafica de la poblacion de EE.UU. desde que el Censo comenzd en 1790. ¢Qué tipo de funcidn
modelaria mejor estos datos? Explica tu razonamiento.

Poblacién de EE.UU. (millones de personas)
350

300 L 4

250 $
200 ¢

150 X 2

100 “—‘
50 o*?
00
R == = = . | .

1790 1840 1890 1940 1990

Figura 1: Fuente Oficina de Censo de EE.UU.
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15. La siguiente grafica muestra la poblacién de la ciudad de Nueva York durante una época de crecimiento rapido de la

©2014 Common Core, Inc. Algunos derechos reservados. commoncore.org

poblacion.
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t
Finn promedio de las tasas de incremento de 10-afios y escribid la funcién f(t) = 33131(1.44)10 donde ¢ es el

tiempo en afios desde 1790.

Gwen uso las aplicaciones de regresion en la calculadora graficadora y obtuvo la funcién g(t) = 48661(1.036)¢

donde t es el tiempo en afios desde 1790.

a. Reescribe cada funcidn para determinar la tasa de incremento para el modelo de Finn y el modelo de Gwen.

b. ¢éCual es la poblacidn estimada en el afio 1790 por cada modelo?

c. Lenny calculé la regresion exponencial utilizando su calculadora graficadora y obtuvo la misma tasa de
incremento que Gwen pero su poblacidn inicial estuvo muy cerca de 0. Explica que datos Lenny pudo haber

utilizado para encontrar su funcidn.
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d. ¢Cudndo pronosticd la funcion de Gwen que la poblacidn alcanzara 1,000,000? ¢ Cémo se compara esto con la

grafica?

e. Basandote en la grafica, écrees que una funcion de incremento exponencial seria Util para pronosticar la
poblacién de Nueva York en los afios posteriores de 19507

16. Supongamos que cada funcidn a continuacion representa la poblacién de una ciudad diferente de EE.UU. desde el

afno 1900.

a. Completa la siguiente tabla. Utiliza las propiedades de exponentes para reescribir las expresiones segun sea
necesario para ayudar a apoyar tus respuestas.

Funcién de la poblacién de
la ciudad
(t son los afos desde
1900)

Poblacion
en el Ao
1900

Incremento anual /
velocidad de
decremento

Prondstico
en 2000

¢Entre qué afios se duplicara
la poblacion?

A(t) = 3000(1.1)/5

(1.5)%

B® =35

C(t) = 10000(1 — 0.01)¢

D(t) = 900(1.02)*

t
b. ¢Podria la funcidn E(t) = 6520(1.219)70 donde t son los afios desde el 2000 también representar a la
poblacidn de una de estas ciudades? Utiliza las propiedades de los exponentes para apoyar tu respuesta.
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c.  ¢Cudles ciudades estan creciendo en tamafio y cudles estan disminuyendo de acuerdo a estos modelos?

d. ¢Cudl de estas funciones podria representar de manera realista el crecimiento de la poblaciéon de la ciudad
durante un periodo prolongado de tiempo?
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Resumen de la leccién

Para modelar los datos con una funcién exponencial:
e Examina los datos para ver si aparece un factor de incremento o de decremento constante
e Determina un factor de incremento y un punto en el tiempo que correspondaat = 0.

e  Creauna funcién para modelar la situacién: f(t) = a - b°* donde b es el factor de incremento de cada%
afosy a es el valor de f donde t = 0.

Los logaritmos se pueden utilizar para resolver para t cuando se conoce el valor de f(t) en un modelo de funcién
exponencial.

Conjunto de problemas

1. ¢Cada par de férmulas descritas a continuacién representan la misma sucesion? Explica tu razonamiento.
n
a. Qpy1 = éan, ap=-1yb, =— @) paran =0
b. a,=2a,.1+3,a=3yb,=2n—1)>+4(n—1)+3paran > 1.

c. a =1(3)" aran>0 yb, = 3"2paran > 0.
n =3 p Y On p

2. Tina estd ahorrando el dinero que gana como nifiera. Ella tiene $500 en el banco y cada mes deposita otros $100.
Su cuenta genera 2% de interés compuesto mensualmente.

a. Completa la tabla que muestra la cantidad de dinero que tiene en el banco durante los primeros cuatro meses.

Mes Cantidad

AW | N| P

b. Escribe una sucesion recursiva para la cantidad de dinero que tiene en su cuenta después de n meses.
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3. Supongamos que cada tabla representa los valores de una funcién exponencial de la forma f(t) = a(b)°t donde b
es un numero real positivo y a y ¢ son nimeros reales. Utiliza la informacién de cada tabla para escribir una féormula
para f en términos de t para las partes (a)-(d).

a. | ¢ [0 b. [ ¢ [0
0 10 0 1000
4 50 5 750

c. t [16) d. [ ¢ [0
6 25 3 50
8 45 6 40

a. Reescribir las expresiones para cada funcion en las partes (a)-(d) para determinar la tasa de incremento o
decremento anual.

b. Paralas partes (a) y (c), determina cuando el valor de la funcién es el doble de su cantidad inicial.

c. Paralas partes (b) y (d), determina cuando el valor de la funcidn es la mitad de su cantidad inicial.

4. Cuando reviso los datos en el Ejemplo 1, Juan se dio cuenta de la poblacion se duplicaba cada cinco aios y escribio

t
la férmula P(t) = 100(2)s. Utiliza las propiedades de los exponentes para demostrar que ambas funciones crecen a
la misma tasa por afio.

5. El crecimiento de un arbol pequefio en un periodo corto de tiempo puede ser modelado por una funcidn
exponencial. Supongamos que el arbol comienza con 3 pies de altura y su altura incrementa un 15% por cada afio.
éCudndo tendra el arbol 25 pies de altura?

6. Lastortugas caguama se reproducen cada 2-4 afios, poniendo aproximadamente 120 huevos en un nido. Estudiando
la poblacion local, una bidloga registra los siguientes datos en el segundo y cuarto afio de su estudio:

Afio Poblacion
2 50
4 1250

a. Encuentra un modelo exponencial que describa la poblacidn de las tortugas caguama en el afio t.

b. De acuerdo con su modelo, ¢cuando la poblacién de tortugas caguama sera mayor de5000? Da tu respuesta
en afios y meses.
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7. Elisétopo radiactivo de seaborgio-266 tiene una vida media de 30 segundos, lo que significa que si tienes una
muestra de A gramos de seaborgio-266, después de 30 segundos la mitad de la muestra decaera (lo que significa

. . . A . o
que se ha convertido en otro elemento) y sélo habran 5 gramos de seaborgio -266 remanentes. Este decaimiento
ocurre continuamente.

a. Define una sucesion ay, a4, a,, ... por lo que a,, representa la cantidad de 100 gramos de una muestra que se
mantiene después de n minutos.

b. Define una funcién a(t) que describa la cantidad de seaborgio-266 que queda de una muestra de 100-gramos
después de t minutos.

¢Tu sucesion de la parte (a) y tu funcidn de la parte (b) modelan la misma cosa? Explica cdmo lo sabes.

d. ¢Cudntos minutos tarda menos de 1 gramo de seaborgio-266 en mantenerse como tal, de la muestra original
de 100-gramos? Da tu respuesta al minuto mas cercano.

8. Compara los datos de la cantidad de sustancia remanente para cada elemento, Estroncio-90, Magnesio-28, y
Bismuto.

Estroncio-90 (gramos) vs. tiempo (horas)

Ya

100

75

50

25
] S

0 25 50 75 100 125 150 175

Decaimiento radiactivo de magnesio-28
R t horas
1 0
0.5 21
0.25 42
0.125 63
0.0625 84
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100
80 ]K\
60 20

n

£ 5

g 40 12.5

2 2 6.25 3125
o . M
=] T T

5 o 5 10 15 20 25
[11]

Tiempo (dias)

¢Qué elemento decae mas rapidamente? ¢Cémo lo sabes?

b. Escribe una funcidn exponencial para cada elemento que muestre la cantidad remanente de una muestra de
100-gramos después de t dias. Reescribe cada expresion para mostrar con precisién cdmo se comparan sus
tasas de decaimiento exponencial para confirmar tu respuesta en la parte (a)

9. Elcrecimiento de dos especies diferentes de peces en un lago puede ser modelado por las funciones que se
muestran a continuacion donde t es el tiempo en meses desde Enero del 2000. Supongamos que estos modelos
seran validos durante al menos 5 afios.

Pescado A: f(t) =5000(1.3)¢
Pescado B: g(t) =10,000(1.1)*

De acuerdo con estos modelos, explica por qué la poblacién de peces modelada por la funcién f eventualmente
alcanzard a la poblacidon de peces modelada por la funcién g. Determina con precisién cuando ocurrira esto.
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10. Al observar los datos de Estados Unidos el salario minimo lo puedes considerar como el salario minimo nominal, que
es la cantidad pagada en ddlares por una hora de trabajo en el afio dado. También puedes considerar el salario
minimo ajustado por inflacidn. A continuacidn se muestra una tabla que muestra el salario minimo nominal y una
grafica de los datos cuando el salario minimo se ajusto por inflacién. ¢ Crees que una funcidn exponencial seria un
modelo apropiado para cualquiera de estas situaciones? Explica tu razonamiento.

n
g $10.00
0
2 $8.00
N
& $6.00
c
Q
o
g $4.00
£
£ $2.00
o
S $0.00
(/2]

. Salarios minimos
ARo .
nominales
1940 $0.30
1945 $0.40
1950 $0.75
1955 $0.75
1960 $1.00
1965 $1.25
1970 $1.60
1975 $2.10
1980 $3.10
1985 $3.35
1990 $3.80
1995 $4.25
2000 $5.15
2005 $5.15
2010 $7.25
Salario minimo de EE.UU. ajustado por inflacion
. e %o, .-
4 N L 2 * o TS .
L
1935 1945 1955 1965 1975 1985 1995 2005 2015
Ano

11. Un compuesto peligroso de bacterias se forma en un ambiente cerrado, pero se detecta inmediatamente. La lectura
de deteccidn inicial sugiere que la concentracion de bacterias en el ambiente cerrado es del uno por ciento del nivel
de exposicion mortal. Dos horas mas tarde, la concentracién se ha incrementado a cuatro por ciento del nivel de

exposicion mortal.
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a. Desarrolla un modelo exponencial que da el porcentaje del nivel de exposicidn mortal en términos del nimero
de horas pasadas.

b. Los médicos y profesionales de toxicologia estiman que la exposicidn a dos tercios del nivel de concentracion
letal de la bacteria comienza a causar la enfermedad. Proporciona un limite de tiempo aproximado (a los 15
minutos mds cercanos) para que los habitantes del entorno infectado evacuen con el fin de evitar el contagio.

c. Unenfoque prudente y mds conservador es evacuar el medio infectado antes de que los niveles de
concentracién de las bacterias lleguen al 45% del nivel mortal. Proporciona un limite de tiempo aproximado (a
los minutos 15 mds cercanos) para la evacuacién en esta circunstancia.

d. ¢Cudndo el ambiente infectado alcanzard el 100% del nivel mortal de concentracidn de bacterias (al minuto
mas cercano)?

12. Los datos para el nimero de usuarios en dos empresas diferentes de medios de comunicacion social se da a
continuacion. Suponiendo una tasa de incremento exponencial, ¢cudl compafiia esta sumando usuarios a un ritmo
anual mayor? Explica cdmo lo sabes.

Empresa de medios de comunicacién Empresa de medios de comunicacion
social A social B
" Numero de " Numero de usuarios
Ano . . Ano .
usuarios (millones) (millones)
2010 54 2009 360
2012 185 2012 1,056
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