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Lección 27: Modelado con funciones exponenciales

Trabajo en clase 
Ejercicio inicial
La siguiente tabla contiene los datos de población de los Estados Unidos durante los dos años más recientes del Censo,  y .
	Año del Censo
	Población de los EE.UU. (en millones)

	
	

	
	



a. Steve piensa que los datos deben ser modelados por una función lineal.
i. ¿Cuál es la razón de cambio promedio por año en la población de acuerdo con estos datos?



ii. Escribe una fórmula para una función lineal,  que hará una estimación de la población de los  años desde el año .



b. Phillip piensa que los datos deben ser modelados por una función exponencial. 
i. ¿Cuál es la tasa de crecimiento de la población por año de acuerdo con estos datos?





ii. Escribe una fórmula para una función exponencial, que hará una estimación de la población de los  años desde el año .







c. ¿Quién tiene el modelo correcto? ¿Cómo lo sabes?





Modelado Matemático Ejercicios 1-14
En este desafío, seguirás examinando los datos del Censo de los Estados Unidos para seleccionar y perfeccionar un modelo para la población de los Estados Unidos a través del tiempo.
1. La siguiente tabla contiene datos adicionales del Censo de la población de los Estados Unidos. ¿Sería más adecuado modelar estos datos con una función exponencial o lineal? Explica tu razonamiento. 

	Año del Censo
	Población de los EE.UU.
(en millones de personas)

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	






























Utiliza la capacidad de regresión de una calculadora para hallar una función, , que modele los datos de la Oficina del Censo de los Estados Unidos de -. 




Encuentra el factor de incremento para cada período de -años y regístralo en la tabla a continuación. ¿Qué observas sobre estos factores de crecimiento?

	Año del Censo
	EE.UU. Población
(en millones de personas)
	Factor de incremento
(periodo de diez años)

	
	
	--

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	





















¿Para cuál década el factor de incremento de -años es el más bajo? ¿Qué factores crees que causaron esa disminución?




Encuentra un factor de incremento promedio de los datos de la población de -años en la tabla. ¿Qué representa ese número? Utiliza el factor de incremento promedio para encontrar una función exponencial, , que pueda modelar estos datos. 





Ahora has calculado tres modelos potenciales para la población de los EE.UU. a través del tiempo: funciones ,  y. ¿Cuál esperas que sea el modelo más preciso basándote en la forma en que los creaste? Explica tu razonamiento. 





Resume las tres fórmulas de los modelos exponenciales que has encontrado hasta el momento: Escribe la fórmula, las poblaciones iniciales y las tasas de incremento indicadas por cada función. ¿Qué es diferente entre las estructuras de estas tres funciones? 







Reescribe las funciones ,  y  según sea necesario en términos de la tasa de incremento anual. 





Transforma las funciones según sea necesario para que el tiempo  represente el mismo año en las funciones ,  y Después compara los valores de las poblaciones iniciales y las tasas de incremento anuales indicadas por cada función.












¿Cuál de las tres funciones es el mejor modelo para usar con los datos del Censo de Estados Unidos de -? Explica tu razonamiento. 





La página web de la Oficina de Censo de EE.UU. http://www.census.gov/popclock muestra la estimación actual de ambas poblaciones, la de los EE.UU. y la del mundo. 
a. ¿Cuál es la población estimada actual de los EE.UU.?



b. Si el tiempo  representa el año , ¿cuál es el valor de a la fecha de hoy? Da tu respuesta con dos cifras decimales.



c. ¿Cuál de las funciones , y  ofrece la mejor estimación de la población actual? ¿Esto coincide con lo que esperabas? Explica tu razonamiento.








d. Con tu grupo, discute algunas posibles razones acerca de la discrepancia entre lo que esperabas en el Ejercicio  y los resultados en la parte (c) anterior. 









Utiliza el modelo que pronostica con mayor exactitud la población actual en el Ejercicio 9, en la parte (c) para predecir cuando la población de EE.UU. llegará a medio billón. 







Basándote en tu trabajo hasta ahora, ¿crees que se trata de un pronóstico exacto? Explica tu razonamiento. 







Aquí está una gráfica de la población de EE.UU. desde que el Censo comenzó en . ¿Qué tipo de función modelaría mejor estos datos? Explica tu razonamiento.

 (
Población de EE.UU. (millones de personas)
)
Figura 1: Fuente Oficina de Censo de EE.UU.


Ejercicios 15–16
La siguiente gráfica muestra la población de la ciudad de Nueva York durante una época de crecimiento rápido de la población.

 (
Población
) (
Año
) (
Población de la Ciudad de Nueva York
)
Finn promedio de las tasas de incremento de -años y escribió la función  donde  es el tiempo en años desde .
Gwen uso las aplicaciones de regresión en la calculadora graficadora y obtuvo la función  donde  es el tiempo en años desde .
e. Reescribe cada función para determinar la tasa de incremento para el modelo de Finn y el modelo de Gwen.



f. ¿Cuál es la población estimada en el año  por cada modelo?



g. Lenny calculó la regresión exponencial utilizando su calculadora graficadora y obtuvo la misma tasa de incremento que Gwen pero su población inicial estuvo muy cerca de . Explica que datos Lenny pudo haber utilizado para encontrar su función.






h. ¿Cuándo pronosticó la función de Gwen que la población alcanzará  ¿Cómo se compara esto con la gráfica?





i. Basándote en la gráfica, ¿crees que una función de incremento exponencial sería útil para pronosticar la población de Nueva York en los años posteriores de ?





Supongamos que cada función a continuación representa la población de una ciudad diferente de EE.UU. desde el año .
j. Completa la siguiente tabla. Utiliza las propiedades de exponentes para reescribir las expresiones según sea necesario para ayudar a apoyar tus respuestas.

	Función de la población de la ciudad
( son los años desde )
	Población en el Año 
	Incremento anual / velocidad de decremento
	Pronóstico en 
	¿Entre qué años se duplicará la población?

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	



k. ¿Podría la función  donde  son los años desde el  también representar a la población de una de estas ciudades? Utiliza las propiedades de los exponentes para apoyar tu respuesta.




l. ¿Cuáles ciudades están creciendo en tamaño y cuáles están disminuyendo de acuerdo a estos modelos?




m. ¿Cuál de estas funciones podría representar de manera realista el crecimiento de la población de la ciudad durante un período prolongado de tiempo?



 (
Resumen de la lección
Para modelar los datos con una función exponencial:
Examina los datos para ver si aparece un factor de incremento o de decremento constante 
Determina un factor de incremento y un punto en el tiempo que corresponda a 
.
Crea una función para modelar la situación: 
 donde 
 es el factor de incremento de cada 
 años y 
 es el valor de 
 donde 
Los logaritmos se pueden utilizar para resolver para 
 cuando se conoce el valor de 
 en un modelo de función exponencial.
)
Conjunto de problemas 

1. ¿Cada par de fórmulas descritas a continuación representan la misma sucesión? Explica tu razonamiento.
a. ,  y  para 
b. ,  y  para 
c.  para  y  para .

Tina está ahorrando el dinero que gana como niñera. Ella tiene  en el banco y cada mes deposita otros . Su cuenta genera  de interés compuesto mensualmente. 
d. Completa la tabla que muestra la cantidad de dinero que tiene en el banco durante los primeros cuatro meses.

	Mes
	Cantidad

	
	

	
	

	
	

	
	



e. Escribe una sucesión recursiva para la cantidad de dinero que tiene en su cuenta después de  meses.









Supongamos que cada tabla representa los valores de una función exponencial de la forma  donde  es un número real positivo y  y  son números reales. Utiliza la información de cada tabla para escribir una fórmula para  en términos de  para las partes (a)-(d).

	a.
	
	
	
	b.
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	c.
	
	
	
	d.
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	












f. Reescribir las expresiones para cada función en las partes (a)-(d) para determinar la tasa de incremento o decremento anual.
g. Para las partes (a) y (c), determina cuando el valor de la función es el doble de su cantidad inicial.
h. Para las partes (b) y (d), determina cuando el valor de la función es la mitad de su cantidad inicial.

Cuando revisó los datos en el Ejemplo 1, Juan se dio cuenta de la población se duplicaba cada cinco años y escribió la fórmula . Utiliza las propiedades de los exponentes para demostrar que ambas funciones crecen a la misma tasa por año.

El crecimiento de un árbol pequeño en un período corto de tiempo puede ser modelado por una función exponencial. Supongamos que el árbol comienza con  pies de altura y su altura incrementa un  por cada año. ¿Cuándo tendrá el árbol  pies de altura?

Las tortugas caguama se reproducen cada - años, poniendo aproximadamente  huevos en un nido. Estudiando la población local, una bióloga registra los siguientes datos en el segundo y cuarto año de su estudio:

	Año
	Población

	
	

	
	



5. Encuentra un modelo exponencial que describa la población de las tortugas caguama en el año .
j. De acuerdo con su modelo, ¿cuando la población de tortugas caguama será mayor de? Da tu respuesta en años y meses. 



El isótopo radiactivo de seaborgio- tiene una vida media de  segundos, lo que significa que si tienes una muestra de  gramos de seaborgio-, después de  segundos la mitad de la muestra decaerá (lo que significa que se ha convertido en otro elemento) y sólo habrán  gramos de seaborgio - remanentes. Este decaimiento ocurre continuamente.
5. Define una sucesión , , ... por lo que  representa la cantidad de  gramos de una muestra que se mantiene después de  minutos.
l. Define una función  que describa la cantidad de seaborgio- que queda de una muestra de -gramos después de  minutos.
m. ¿Tu sucesión de la parte (a) y tu función de la parte (b) modelan la misma cosa? Explica cómo lo sabes.
n. ¿Cuántos minutos tarda menos de  gramo de seaborgio- en mantenerse como tal, de la muestra original de -gramos? Da tu respuesta al minuto más cercano.

Compara los datos de la cantidad de sustancia remanente para cada elemento, Estroncio-, Magnesio-, y Bismuto.

Estroncio- (gramos) vs. tiempo (horas)
[image: ]   
	Decaimiento radiactivo de magnesio-

	
	 horas

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	



 (
Bismuto (gramos)
) (
Tiempo (días)
)

5. ¿Qué elemento decae más rápidamente? ¿Cómo lo sabes? 
p. Escribe una función exponencial para cada elemento que muestre la cantidad remanente de una muestra de -gramos después de  días. Reescribe cada expresión para mostrar con precisión cómo se comparan sus tasas de decaimiento exponencial para confirmar tu respuesta en la parte (a)

El crecimiento de dos especies diferentes de peces en un lago puede ser modelado por las funciones que se muestran a continuación donde  es el tiempo en meses desde Enero del . Supongamos que estos modelos serán válidos durante al menos  años.

Pescado A:	
Pescado B:	

De acuerdo con estos modelos, explica por qué la población de peces modelada por la función  eventualmente alcanzará a la población de peces modelada por la función . Determina con precisión cuándo ocurrirá esto.













Al observar los datos de Estados Unidos el salario mínimo lo puedes considerar como el salario mínimo nominal, que es la cantidad pagada en dólares por una hora de trabajo en el año dado. También puedes considerar el salario mínimo ajustado por inflación. A continuación se muestra una tabla que muestra el salario mínimo nominal y una gráfica de los datos cuando el salario mínimo se ajusto por inflación. ¿Crees que una función exponencial sería un modelo apropiado para cualquiera de estas situaciones? Explica tu razonamiento.

	Año
	Salarios mínimos nominales

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	



 (
Año
) (
Salario mínimo de EE.UU. ajustado por inflación
) (
Salario mínimo en 2012 (dólares)
)

Un compuesto peligroso de bacterias se forma en un ambiente cerrado, pero se detecta inmediatamente. La lectura de detección inicial sugiere que la concentración de bacterias en el ambiente cerrado es del uno por ciento del nivel de exposición mortal. Dos horas más tarde, la concentración se ha incrementado a cuatro por ciento del nivel de exposición mortal.


5. Desarrolla un modelo exponencial que da el porcentaje del nivel de exposición mortal en términos del número de horas pasadas.
r. Los médicos y profesionales de toxicología estiman que la exposición a dos tercios del nivel de concentración letal de la bacteria comienza a causar la enfermedad. Proporciona un límite de tiempo aproximado (a los  minutos más cercanos) para que los habitantes del entorno infectado evacuen con el fin de evitar el contagio.
s. Un enfoque prudente y más conservador es evacuar el medio infectado antes de que los niveles de concentración de las bacterias lleguen al  del nivel mortal. Proporciona un límite de tiempo aproximado (a los minutos  más cercanos) para la evacuación en esta circunstancia.
t. ¿Cuándo el ambiente infectado alcanzará el  del nivel mortal de concentración de bacterias (al minuto más cercano)?

Los datos para el número de usuarios en dos empresas diferentes de medios de comunicación social se da a continuación. Suponiendo una tasa de incremento exponencial, ¿cuál compañía está sumando usuarios a un ritmo anual mayor? Explica cómo lo sabes.

	Empresa de medios de comunicación social A
	
	Empresa de medios de comunicación social B

	Año
	Número de usuarios (millones)
	
	Año
	Número de usuarios (millones)

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	



US Population (millions of people)
US Population (millions of people)	1790	1800	1810	1820	1830	1840	1850	1860	1870	1880	1890	1900	1910	1920	1930	1940	1950	1960	1970	1980	1990	2000	2010	3.9	5.3	7.2	9.6	12.9	17.100000000000001	23.2	31.4	39.800000000000011	50.2	62.9	76.2	92.2	106	122.8	132.19999999999999	150.69999999999999	179.3	203.3	226.5	248.7	281.39999999999986	308.7	Population of New York City
1790	1800	1810	1820	1830	1840	1850	1860	1870	1880	1890	1900	1910	1920	1930	1940	1950	33131	60515	96373	123706	202589	312710	515547	813669	942292	1206299	1515301	3437202	4766883	5620048	6930446	7454995	7891957	Year
Population
Mass (g)	
0	5	10	15	20	25	100	50	25	12.5	6.25	3.125	Time (days)
Bismuth (grams)
US Minimum Wage Adjusted for Inflation
1940	1945	1950	1955	1960	1965	1970	1975	1980	1985	1990	1995	2000	2005	2010	4.8099999999999996	5	7.01	6.31	7.59	8.67	9.2800000000000011	8.7800000000000011	8.4600000000000026	7.09	6.6599999999999957	6.42	6.9	6.1	7.67	Year
Minimum Wage in 2012 Dollars
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