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Lección 6: Número de Euler, 

Trabajo en clase 
Ejercicios 1–3
Supongamos que hay inicialmente un centímetro de agua en el tanque y la altura del agua se duplica cada  segundos. Escribe una ecuación que podría ser utilizada para calcular la altura  del agua en el depósito para cualquier tiempo . 




¿Cómo cambiaría la ecuación en el Ejercicio  si... 
a. ... la profundidad inicial del agua en el tanque fuera de  cm?



b. ... la profundidad inicial del agua en el tanque fuera de  cm?



c. ... la profundidad inicial del agua en el tanque fuera de  cm?




d. ... la profundidad inicial del agua en el tanque fuera de  cm, para cualquier número real positivo ?




¿Cómo cambiaría la ecuación en el Ejercicio , parte (d) si... 
e. ... la altura se triplica cada diez segundos?



f. ... la altura se duplica cada cinco segundos?


g. ... la altura se cuadruplica cada segundo?



h. ... la altura reduce a la mitad cada diez segundos?


Ejemplo 1
Considera dos tanques de agua idénticos, cada uno con una altura de agua de  cm y se llenan con agua a una velocidad diferente cada uno. ¿Qué ecuaciones se pueden utilizar para calcular la altura de agua en cada tanque uno a la vez ? Utiliza  para el tanque  y  para el tanque .
 (
La altura del agua en el TANQUE 1 se duplica cada segundo.
) (
La altura del agua en el TANQUE 2 se triplica cada segundo.
)







Si ambos tanques se empiezan a llenar al mismo tiempo, ¿cuál de ellos se llena primero?



Queremos saber la razón de cambio promedio de la altura del agua en estos tanques en un intervalo que comienza en un tiempo  fijo a medida de que se están llenando. ¿Cuál es la fórmula para la razón de cambio promedio de una función  en un intervalo ?




¿Cuál es la fórmula para la razón de cambio promedio de la función  en un intervalo ?




Vamos a calcular la razón de cambio promedio de la función  en el intervalo , el cual es un intervalo de duración de un onceavo de  segundo comenzando en un tiempo desconocido 


Ejercicios 4–8
Para el segundo tanque, calcula la razón de cambio promedio en la altura,  desde  segundos a  segundos. Expresa la respuesta como un número multiplicado por el valor de la función original en el tiempo . Explica el significado del nuevo valor. 






Para cada tanque, calcula la razón de cambio promedio en la altura desde un tiempo de  segundos a  segundos. Expresa la respuesta como un número multiplicado por el valor de la función original en un tiempo . Explica el significado del nuevo valor. 








En el Ejercicio 5, la razón de cambio promedio de la altura del agua en el tanque 1 en el intervalo  puede ser descrito por la expresión  y la razón de cambio promedio del agua en el tanque 2 en el intervalo  puede ser descrito por la expresión . ¿Cuáles son los valores aproximados de  y ?






Como experimento, vamos a buscar un valor  de modo que si la altura del agua puede ser descrita por , entonces la expresión de la razón de cambio promedio en el intervalo  es . 
i. Escribe la expresión para la razón de cambio promedio de  en el intervalo





j. Establece tu expresión de la parte (a) igual a  y redúcela a una expresión que contenga una sola . 




k. Ahora queremos encontrar el valor de  que satisfaga la ecuación que has encontrado en la parte (b), pero no tenemos una manera de resolver esta ecuación de forma explícita. Regresa al Ejercicio 6; ¿cuáles son dos números enteros consecutivos que tienen  entre ellos? 




l. Usa tu calculadora y un método de pruba y error para encontrar un valor aproximado de  para  cifras decimales. 









Verifica que el valor de  encontrado en el Ejercicio , , donde . 



 (
Resumen de la lección
El número de Euler, 
, es un número irracional que es aproximadamente igual a 
.
Tasa de 
c
ambio 
p
romedio
: Dada una función 
 cuyo dominio contiene el intervalo de números reales 
 y cuyo rango es un subconjunto de los números reales, la 
razón de cambio promedio en el intervalo
 
 se define por el número:
)Conjunto de Problemas 

1. El producto  es llamado " factorial", y se denota por  Después , y para cualquier entero positivo , .  
a. Completa la siguiente tabla de valores factoriales:
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	


b. Evalúa la suma . 
c. Evalúa la suma .
d. Usa la calculadora para aproximar la suma  a  cifras decimales. No redondees las fracciones antes de evaluar la suma. 
e. Usa la calculadora para aproximar la suma  a  cifras decimales. No redondees las fracciones antes de evaluar la suma.
f. Usa una calculadora para aproximar las sumas de la forma  a  cifras decimales para . No simplifiques las fracciones antes de evaluar la suma con una calculadora. 
g. Realiza una hipótesis acerca de las sumas  de números enteros positivos  a medida de que  aumenta de tamaño. 
h. ¿El calcular los términos de esta secuencia daría alguna vez un valor exacto de ? ¿Por qué sí o por qué no?

Considera la secuencia dada por la función, donde  es un entero. 
i. Usa la calculadora para aproximar los primeros  términos de esta secuencia a  cifras decimales.
j. ¿Parece que esta secuencia se establece cerca de un valor particular? 
k. Usa la calculadora para aproximar los siguientes términos de esta secuencia a  cifras decimales. 
i. 
ii. 
iii. 
iv. 
v. 
vi. 
vii. 
l. ¿Parece que esta secuencia se establece cerca de un valor particular?
m. Compara los resultados de este ejercicio con los resultados del Ejercicio 1. ¿Qué observaste?

Si  y , expresa  en términos de  y aproxímalo al número entero más cercano.

Si  y , expresa  en términos de  y redondéalo a cuatro cifras decimales.

Si  y , demuestra que  y aproxima a  al número entero más cercano.
La siguiente gráfica muestra el número de barriles de petróleo producidos por el pozo Glenn Pool en Oklahoma desde -. 
 (
Producción de petróleo, Glenn Pool, Oklahoma
)
 (
Producción por año, en barriles
)


 (
Año
)Fuente: Cutler, Willard W., Jr. Estimación de la Reserva de Petróleo Bajo Tierra por las Curvas de Producción de Pozos Petroleros de los Estados Unidos Departamento del Interior, 
n. Encuentra la razón de cambio promedio de la cantidad de aceite producido por el pozo en el intervalo de  y explica lo que representa ese número..
o. Encuentra la razón de cambio promedio de la cantidad de aceite producido por el pozo en el intervalo de  y explica lo que representa ese número..
p. Encuentra la razón de cambio promedio de la cantidad de aceite producido por el pozo en el intervalo de  y explica lo que representa ese número..
q. Compara los resultados obtenidos para la razón de cambio promedio de la producción de petróleo en la primera y segunda mitad del período de tiempo en cuestión. En las partes (b) y (c). ¿Qué dicen los números sobre la producción de petróleo del pozo?
r. Ten en cuenta que la razón de cambio promedio de la cantidad de aceite producido por el pozo en cualquier intervalo desde el inicio hasta el final en dos años consecutivos es siempre negativa. Explica que significa esto en el contexto de la producción de petróleo.

La siguiente tabla muestra el número de vehículos eléctricos híbridos (HEV) que se vendieron en los Estados Unidos entre  y . 

	Año
	Número de HEV
vendido en EE.UU.
	
	Año
	Número de HEV
vendido en EE.UU.

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


Fuente: Departamento de Energía de EE.UU., Combustibles Alternativos y Centro de Datos Avanzado de Vehículos , 
s. ¿Durante que intervalo de un año de duración la razón de cambio promedio del número de ventas de HEV es mayor? Explica cómo lo sabes. 
t. Calcula la razón de cambio promedio del número de ventas de HEV en el intervalo  y explica lo que representa ese número.
u. Calcula la razón de cambio promedio del número de ventas de HEV en el intervalo  y explica lo que representa ese número.
v. ¿Qué significa si la razón de cambio promedio del número de ventas de HEV es negativa?

EXTENSIÓN DE PROBLEMAS
La fórmula para el área de un círculo de radio  se puede expresar como una función .
w. Encuentra la razón de cambio promedio de una área de un circulo en el intervalo de .
x. Encuentra la razón de cambio promedio de una área de un circulo en el intervalo de .
y. Encuentra la razón de cambio promedio del área de un circulo en el intervalo de .
z. Encuentra la razón de cambio promedio del área de un circulo en el intervalo de .
aa. ¿Qué le está pasando a la razón de cambio promedio del área del círculo a medida de que el intervalo se hace más y más pequeño?
ab. Encuentra la razón de cambio promedio del área de un círculo en el intervalo  para un pequeño número positivo .
ac. ¿Qué sucede con la razón de cambio promedio del área del círculo en el intervalo de  a ? ¿Está esto de acuerdo con tu respuesta de la parte (d)? ¿Debería estar esto de acuerdo con tu respuesta de la parte (e)?
ad. Encuentra la razón de cambio promedio del área de un círculo en el intervalo  para algún número positivo  y algún número positivo pequeño .
ae. ¿Qué sucede con la razón de cambio promedio del área del círculo en el intervalo  que tiende a ? ¿Reconoces la fórmula resultante?

La fórmula para el volumen de una esfera de radio  se puede expresar como una función . A medida que trabajas a través de estas preguntas podrás notar que el patrón se demuestra con más claridad si dejas tus respuestas en la forma de un coeficiente multiplicado por . Aproxima el coeficiente a 5 cifras decimales .
af. Encuentra la razón de cambio promedio del volumen de una esfera en el intervalo de .
ag. Encuentra la razón de cambio promedio del volumen de una esfera en el intervalo de .
ah. Encuentra la razón de cambio promedio del volumen de una esfera en el intervalo de .
ai. Encuentra la razón de cambio promedio del volumen de una esfera en el intervalo de .
aj. ¿Qué le está pasando a la razón de cambio promedio del volumen de la esfera a medida de que el intervalo se hace más y más pequeño?
ak. Encuentra la razón de cambio promedio del volumen de una esfera en el intervalo  para un número positivo pequeño .
al. ¿Qué sucede con la razón de cambio promedio del volumen de la esfera en el intervalo  que tiende a ? ¿Está esto de acuerdo con tu respuesta de la parte (e)? ¿Debería estar esto de acuerdo con tu respuesta de la parte (e)?
am. Encuentra la razón de cambio promedio del volumen de una esfera en el intervalo  para algún número positivo  y algún número positivo pequeño .
an. ¿Qué sucede con la razón de cambio promedio del volumen de la esfera en el intervalo  que tiende a ? ¿Reconoces la fórmula resultante?
Oil Well Production, Glenn Pool, Oklahoma
1910	1911	1912	1913	1914	1915	1916	3361	1787	1175	854	478	430	309	Year
OIl Production per year, in barrels
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