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Lección 21:  Teorema de Ptolomeo

Trabajo en clase 
Ejercicio inicial
El teorema de Ptolomeo indica que para un cuadrilátero cíclico , .  
Con una regla y un compás, dibuja un ejemplo de un cuadrilátero cíclico.  Etiqueta sus vértices , ,  y . 
Traza las dos diagonales  y . 











Con una regla, prueba si la afirmación de que es cierta o no.   
Repítelo con un segundo ejemplo de cuadrilátero cíclico.
Desafío:  Dibuja un cuadrilátero cíclico que tenga un lado con una longitud cero.  ¿Qué forma tiene este cuadrilátero cíclico?  ¿La afirmación de Ptolomeo fue cierta para éste? 








[image: ]Desafío Exploratorio:  Un viaje al teorema de Ptolomeo
El diagrama muestra un cuadrilátero cíclico  con diagonales  y  que se intersectan para formar un ángulo agudo que mide .  , ,  y .
De la última lección, ¿cuál es el área del cuadrilátero  en términos de las longitudes de sus diagonales y el ángulo ?  ¡Recuerda esta fórmula para después!




Explica por qué uno de los ángulos, o , tiene una medida menor o igual a .



Vamos a asumir que  en nuestro diagrama es el ángulo con una medida menor o igual a .  Llama a su medida  grados.  ¿Cuál es el área del triángulo  en términos de ,  y ?  ¿Cuál es el área del triángulo  en términos de ,  y ?  ¿Cuál es el área del cuadrilátero  en términos de , , ,  y ?
[image: ]









Ahora tenemos dos expresiones diferentes que representan el área del mismo cuadrilátero cíclico .  ¿Te parece que estamos cerca de demostrar la afirmación de Ptolomeo? 




Traza el círculo y los puntos , ,  y  en una hoja de papel encerado.  Refleja el triángulo  sobre la bisección perpendicular de la diagonal .  Sean ,  y  las imágenes de los puntos ,  y , respectivamente.
¿Qué hace la reflexión con los puntos  y ?




¿Es correcto dibujar  en el círculo?  Explica por qué sí o por qué no.




Explica por qué el cuadrilátero  tiene la misma área que el cuadrilátero . 




El diagrama muestra que los ángulos tienen medidas , , , y .  Encuentra y etiqueta cualquier otro ángulo con las medidas ,,,  o  y justifica tus respuestas.
[image: ]










Explica por qué en tu diagrama de la parte (f).




Identifica los ángulos con medidas , , , y  en tu diagrama del cuadrilátero cíclico  de la parte (e).  




Escribe una fórmula para el área del triángulo  en términos de ,  y .  Escribe una fórmula para el área del triángulo  en términos de ,  y .




Con base en los resultados de la parte (i), escribe una fórmula para el área del cuadrilátero cíclico  en términos de , ,,  y .




Volviendo a la parte (a), ahora establece el teorema de Ptolomeo.










 (
Resumen de la lección
Teoremas
Teorema de Ptolomeo
:  Para un cuadrilátero cíclico
, 
.
Vocabulario relevante
Cuadrilátero cíclico
:   A un cuadrilátero con todos los vértices sobre un círculo se le conoce como cuadrilátero cíclico.
)
Conjunto de problemas

[image: ]Un triángulo equilátero está inscrito en un círculo.  Si  es un punto en el círculo, ¿qué tiene que decir el teorema de Ptolomeo sobre las distancias desde este punto hasta los tres vértices del triángulo?








[image: ]La cometa  está inscrita en un círculo.  La cometa tiene un área de , y la razón de las longitudes de los lados adyacentes no congruentes es de .  ¿Cuál es el perímetro de la cometa?









[image: ]Dibuja un triángulo rectángulo cuyas piernas tengan una longitud de  y , y la hipotenusa tenga una longitud de .  Dibuja una copia rotada del triángulo de manera que la figura forme un rectángulo.  ¿Qué tiene Ptolomeo que decir acerca de este rectángulo?









[image: ]Dibuja un pentágono regular cuyos lados tengan una longitud de  dentro de un círculo.  Sea la longitud de las diagonales.  ¿Qué tiene que decir Ptolomeo sobre el cuadrilátero formado por cuatro de los vértices del pentágono?








[image: ]El área del cuadrilátero inscrito es de .  Determina la circunferencia del círculo. 









[image: ]Extensión:  Supongamos que  y  son dos ángulos agudos, y el círculo tiene un diámetro de  unidad.  Encuentra , ,  y  en términos de  y .  Aplica el teorema de Ptolomeo y determina el valor exacto de .  
Explica por qué  es igual al diámetro del círculo. 
Si el círculo tiene un diámetro de , ¿cuánto es ?
Usa el teorema de Tales para escribir las longitudes de los lados en el diagrama original en términos de  y .
Si una diagonal del cuadrilátero cíclico mide , ¿cuánto mide la otra?
[image: ]¿Qué da el teorema de Ptolomeo?
Usando el resultado de la parte (e), determina el valor exacto de .
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